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1. INTRODUCCION

A fines de 1979, a través de los medios de comunicacidn
masiva de todo el mundo, surge la noticia de un nuevo método
para la resolucidén de problemas de Programacidén Lineal que
revoluciona al mundo de las Matematicas. Su autor, el matemd
tico ruso Leonid Khachiyan, se hace famoso de la noche a la
manana.

Cual es el extraordimario logro de Khachiyan?

Las versiones de los distintos diarios y publicaciones
son muy variadas e incluso contradictorias; lo cual presenta
un desafio a todos los especialistas en el tema de Programa-
cidén Lineal, abriendo las puertas a la investigacibén y a la
experimentacibén. Es que, con el nuevo algoritmo, aumenta la
"esperanza de superar el mayor impedimento del uso del clasi-
co método SIMPLEX. Nos referimos, por supuesto, a la imposi-
bilidad de determinar -a priori- el tiempo aproximado gue
llevara resolver un problema dado aplicando el SIMPLEX, mé-
todo que, por otra parte, no ofrece ninguna duda con respec-
to a su eficacia.

Es en este punto,; precisamente, donde radica lo revolu-
cionario del nuevo método: se conoce, desde el primer momen-
to, una cota superior para el numero de pasos necesarios pa-
ra resolver un problema dado y se puede asegurar, sin ningu-
na duda, que si la cantidad de iteraciones supera este limi-
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te sin encontrarse una solucidn no existe ninguna solucidn
para el problema. Llamando N a la cota superior mencionada,
resulta N = 16n2L, donde n es la cantidad de variables del
problema y L estéd dado por

m n m
L = 2 N Z;A log2 (aij + 1) + 25; log2 (bi + 1)+log2n.m]+ 1

i=1  j=1 i=1
donde:
a; . (i=1 m; j=1 n) son los coeficientes de la matriz de
J restricciones
bi (i=1,m) son las coordenadas d:1 vector de re-

querimientos y

m es la cantidad de inecuaciones del sistema de restriccio
nes.,

De esta manera, la cantidad de pasos necesarios »jara re
"solver un problema crece polinomialmente con el numerc de va
riables mientras que en el método SIMPLEX no se ha podido QE‘
terminar atn cbémo es el crecimiento aunque las uUnicas cotas
superiores halladas (y comprobadas) hasta el momnto indican
un crecimiento expomnencial.

Estas asombrosas ventajas tebdricas del método de Khachi
yan encuentran su contrapartida en una (gran) desventaja en
el orden préactico. Esta es el enorme nivel de precisidn re=
querido para todos los calculos: los valores involucrados en

. . . sz =37nL
cada paso necesitan una precision de 2 37nL.

Como indican los numeros, a medida que el problema se
hace mas grande se reduce notablemente (respecto de otros mé
todos) el tiempo de resolucibdn pero también se incrementa
(exponencialmente) la precisidén requerida por los calculos.

2, ALGORITMO

Dado un sistema de m inecuaciones lineales con n incdog-
nitas el algoritmo decide en primer lugar, si es consistente.
Si no lo es la inconsistencia quedara probada si se producen

2_ . . . . .,
N=16n"L iteraciones sin arrojar una solucidén, En caso contra
rio, el algoritmo encontrara un valor "x'" que satisfaga las
m inecuaciones en menos de N iteraciones.

Para el caso de un problema de Programacidn Lineal de
la forma:



Maximizar Z = ¢ oX
sujeto a Ax € b (1)
con x é O

donde: X,CGR n, bERm, AGR. xn

y cuyo problema dual es:

Minimizaxr Z = bt.y
. t \
sujeto a Ay 2 ¢ (2)
con v 2 0

m
donde: y GR ’

el algoritmo encuentra simultineamente una solucidn para (1)
y una solucidn para (2), transformando. ambos problemas en un
solo problema de resolucidén de un sistema de 2(m+n+1) inecua
ciones lineales con m+n incégnitas. Este sistema ampliado se
construye de la siguiente forma:

Sean x una solucibén de (1) e y una solucidén de (2). De-
be verificarse:

CtX é (AtY)tX = ytAX éytb = bty ::::::) Z.‘—Z

Por lo tanto, cuando x e y son soluciones 6ptimas de (1) y
(2) respectivamente, debe ser z = Z.

Es decir, se verifican simultaneamente las dos inecua-
ciones:

t tyL£o0 v tx - btyio

Podemos agregar estas nuevas inecuaciones a las que ya
teniamos obteniendo, como planteo general del problema a re
solver:
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Encontrar xERn, yéR m que verifiguen:

ctx_- bty €0

—ctx + bty €0

N

Ax b

]

>
&+

[N

i
k=
iN
o

-1 £ 0

=]
<
|

Encarado de esta manera, la resolucidén de un problema de
Programacidén Lineal (y su dual) se reduce a la resolucidbn de
un sistema de inecuaciones. Si este sistema ampliado :‘esulta
consistente, encontrar una sclucidén significa haber e-.contra-
do soluciomnes Optimas para los problemas primal y dua. respec
tivamente.

2.1. Concepto Geométrico

Desde el punto de vista geométrico, el algoritmo preten-
de generar incialmente un elipsoide n-dimensional de volumen
suficientemente grande como para encerrar el conjunto de solu
ciones del sistema y luego desplazar el menciomnado elipscide
achicandolo alrededor del conjunto en forma tal de lograr, en
el Gltimo paso, el elipsoide de minimo volumen gque contenga
al conjunto de soluciones.

Como elipsoide inicial se toma una esfera centrada en el
origen de radio 2L (en el inciso 4. se explica por qué esta
esfera es '"suficientemente" grande). Las soluciones intentadas
seran, en todos los pasos, los centros de las correspondientes
elipses. Por lo tanto, el primer intento de solucidmn sera el
O. Se mide entonces cuanto dista el O de ser una solucidn re-
gistrando el numero i de la inecuacidn mas '"violada' del sis-
tema por este intento de solucidn. Luego se traslada el cen-
tro del elipsoide en la direcciom determinada por i y se cons
truye un elipsoide de menor volumen que siga conteniendo al
conjunto’'de soluciomnes.

Idealmente (en la practica es imposible) se busca que el

nuevo elipsoide sea tangente al anterior en algin punto. Al
iterar estas construcciones debera llegar un momento en que el
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centro del elipsoide pertenezca al conjunto de soluciones y
por comnsiguiente hayamos encontrado una solucidén explicita
para nuestro problema. En el caso de un problema de Programa
cibén Lineal, la solucibn también serad Optima.

Tal vez una de las caracteristicas mas importantes del
algoritmo es que,; después de N = 16n2L iteraciones hemos
achicado el volumen a cero,; con lo cual queda irrefutablemen
te comprobado que no existe un conjunto de soluciones y por
lo tanto nuestro sistema es inconsistente.

Los requerimientos de volumen minimo del elipsoide ¥y
tangencia con el inmediato anterior son factores demasiado
exigentes con respecto a la precisibdn necesaria para los
cidlculos efectivos. A tal punto que, en la préactica, seria
imposible lograr una solucidn.

Khachiyan intenta superar esta dificultad determinando
volumenes lo mas grandes posible para las elipsoides pero
tratando de no caer en tamafios desmedidos que impedirian
achicarlos hacia el conjunto de soluciones con suficiente ve
locidad.

2.2 Descripcidn del algoritmo

En cada paso, correspondiente a la k-ésima.iteracidn del
algoritmo, se determinan: ¢

n . . 2
Xy el punto de R que se intenta como soluciomn
después de K iteraciones.

Q, ¢ una matriz simétrica definida pesitiva en
R BXM gyue representa un elipsoide E;, centra-

do en x que contiene las soluciones del sis

k,
tema, donde:

Ek = -(y 6.171 Yy = Xk + Qk.Z'; Zean, Nz ”@ 1}

H

ek(xk): mide cuanto dista x, de ser una solucidn.

Ao

" .
nv uci a

O

registra el m ento de sol n logrado
er igual al menor de 1los

reg a ej
hasta el moment
previos Qk(xk)

()]

K
£

)
[

Inicializamos, para k=0, de la siguiente forma:

x =0 -



L
QO = 2 XIn

0 = GO(XO) = max (-bi)

1=i=m

Esto equivale a tomar como primer intento de_solucidn al
O, ¥y como primer elipsoide a la esfera de radio 2Ll centrada
en el origen, la cual tiene suficiente volumen como para con-
tener a todos los vértices del conjunto convexo de soluciones.

Una vez obtenidos los valores correspondientes al paso k,
reemplazamos el Xy obtenido en el sistema de inecuaciones Yy,

comparando con los respectivos coeficientes del vector de res-
tricciones, calculamos la discrepancia actual:

. t
Ok(xk) = max (ai.x

_ bi)

Guardamos el valor i(k) que indica el ntmero (1 i(k)
m) de la inecuacidn que, especializada en Xy mas discrepa con

ser una solucidén. Empezamos la k+l-ésima iteracidén calculando
la discrepancia general:

0,4 = min {Ok, Ok(Xk)}

A continuacibdn, 1lo que se pretende es trasladar el centro
del elipsoide en la direccidm i(k) y achicar el volumen del

mismo tanto como se pueda sin dejar de encerrar al conjunto de
soluciones. '

Como paso previo, definimos:

t
Fie = " X 35 (x)

O(Fk): matriz ortogonal en;klnqlconstruida con el mé-
todo de Gram-Schmidt con Fk como primera colum
na -

e, |
A . matriz diagonal en?k fxm cuyo vector diagonal es:
( ° n n )
nT Y Bttt BT

n -1 n

El nuevo intento de solucidén y la elipse correspondiente
se construyen ahora de la siguiente forma:

1 Qk ° Fk

n+1 “Fk"
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1/8 2 /\
k+1 oQ -O(F )

Se puede observar que el valor de la solucibn estimada

Xk varia en una forma totalmente azarosa. Es, en realidad, el

volumen del elipsoide (igual a det Qk) lo que, al mantenerse

suficientemente comprimido alrededor del conjunto de solucio-
nes, asegura que se hallarad una solucidén con suficiente velo-
cidad.

El algoritmo finaliza si se produce una de las siguien-
tes alternativas:

i) Qk(Xk) = 0, en cuyo caso X, es solucibén del sistema.
2 .

ii) el algoritmo ha ejecutado N=16n"L pasos sin que se
verifique i). Si este es el caso se registra la
discrepancia y el proceso termina con la conclusidbn
de que el sistema es inconsistente.

3. SIMPLEX VERSUS KHACHIYAN

Dado un problema de Programacidén Lineal como el plantea
do por (1) en el inciso 2, el método SIMPLEX permite, como
primera diferencia con el método de Khachiyan, que todos los
coeficientes involucrados sean numeros reales sin ningGn ti-
po de restriccidn, Khachiyan, en cambio, requiere que tanto
los coeficientes de la matriz A como los del vector b, sean
enteros. Esto no implica, en realidad, una pérdida de genera
lidad, ya que, en una computadora, cualquier nimero sbélo se
puede precisar hasta una cantidad fija de cifras decimales.
.De este modo, para los calculos efectivos, siempre existe
una potencia de diez apropiada tal que, multiplicando por
ella a cada inecuacibén, podemos expresar todo el sistema con
coeficientes enteros.

Otra aparente desventaja del algoritmo de K aplicado a
resolver problemas de P.L. es que el algoritmo en si, cuya
tnica funcidén es la de resolver un sistema lineal de inecua
ciones, requiere que todas las desigualdades de este sistema
sean estrictas. Esto es necesario para que el conjunto de s0
luciones, si existe, sea abierto y por lo tanto tenga volu-
men positivoo.

Sin embargo, se demuestra (ver [1] 6 L2] ) que el sis-
tema a;x & b, (1 1, m) tiene solucidbn si y sbélo si tiene so-
-1

lucidn el 51stema aix«;bi+ 2 7 (i=1,m). Esta modificacidn

del sistema de inecuaciones esta considerada en el programa
adjunto.
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Continuando con el andlisis del SIMPLEX, Dantzig demos-
tré que si existe una solucibén Optima para (1), esta solucidn
debe ser béasica. Una solucidén basica es, geométricamente, un
vértice del poliedro convexo determinado por las soluciones
al sistema de restricciones. Numéricamente, una solucién ba-
sica es aquella que tiene, a lo sumo, m coeficientes no nulos,
donde m es la cantidad de inecuaciones del sistema. De esto se
deduce que el nimero de soluciones basicas no puede superar

c =(E)que es la cantidad de formas de elegir m elementos de

entre n.

Dantzig muestra cémo empezar desde una solucidén basica y
luego moverse hacia otra mejor de tal forma que ninguna se re
pita. Por lo tanto, después de un numero finito de iteracio-
nes no superior a c, el proceso termina. Cuando 1lo hace, he-
mos encontrado una solucibén basica 6ptima. También puede dete
nerse el proceso cuando demuestra que el problema no es facti
ble o la solucibn es ilimitada. -

Se han realizado innumerables esfuerzos para demostrar
que el método de Dantzig finaliza siempre después de una can-
tidad menor que c de iteraciones, pero no han dado resultado;
por el contrario, se han generado problemas que requieren es-
ta enorme cantidad de pasos para encontrar una solucibn.

Un namero combinatorio se comporta esencialmente como

2nk o enk, donde k es una constante. Por lo tanto, a medida

que el numero de variables, n, crece, la cantidad de itera-
ciones requeridas por el SIMPLEX serd mucho mayor que la re-
querida por Khachiyan, que como vimos, crece polinomialmente

con n {la cota superior era, en este caso, N = 16 n2L).

De esta manera, observamos que el SIMPLEX requiere, en
principio, una cantidad de iteraciomnes que crece exponencial
mente con el ntmero de variables. Por otra parte, aunque la
resolucidén del problema requiera menor cantidad de iteracio-
nes, este numero nunca se puede estimar debido al gran tama-
fio de la tinica cota superior conocida. '

En cuanto a los calculos efectivos, aunque el mnivel de
complejidad es parejo para ambos métodos, la gran pre0151on
requerida por el agoritmo de Khachiyan hace que, en la prac-
tica, el SIMPLEX siga siendo el método elegido hasta el mo-
mento.

4, PROGRAMA
En cuanto a la implementacidn del algoritmo, dejamos de

lado, por el momento, el.impedimento mayor que es la preci-
sidén requerida para hacerla.



Para transformar un problema de Programacién Lineal en
un problema de resolucidén de un sistema de inecuaciomnes 1i-
neales, hemos tenido que introducir la ecuacidén ctx - bty = 0,
descompuesta en las dos inecuaciones ctx - bty 0 vy
-ctx + bty oO.

Desde el punto de vista matemidtico, estamos considerando
la interseccidn de dos semiespacios, es decir, exactamento el
hiperplano determinado por la ecuacibén original. Pero, para
los chalculos computacionales, debido a que los valores que se
obtienen son precisos hasta cierta cantidad de cifras y mnada
mis, es imposible calcular los puntos de la interseccidén sin
caer en cierto margen de error que podria resultar significa-
tivo a medida que avanzan los cédlculos.

Este problema se supera dando una tolerancia 0 y acep-
tando que ctx v bty seréan iguales cuando difieran en menos
de . De este modo, reemplazando las dos inecuaciones mencio
nadas por ctx - bty v -ctx + bty , 1lo gque hemos hecho
es rodear a ctx - bty = 0 con un "tubo" de amplitud en la
direccidn perpendicular a X.

Resumiendo, para un problema de Programacib6n Lineal, el
sistema completo de inecuaciones que resulta es:

r 3 F-0
A 0 | b |
mxm | |

-T 0] i . Onx1 |

n nxm ; 1

-At I L -c l

nxn L |
ez & !

Omxn -I ! | Omx1

t T i i |

c bt e

t t ! | :

-c b ! | ’
“ g L € J

donde hemos notado con z al vector (x,y) de nm

Ahora debemos recurrir al algoritmo para decidir sobre
la consistencia de un sistema de inecuaciones lineales y en-
contrar una solucibn, si existe. Nos encontramos entonces, en

el paso inicial, con 1la necesidad de determinar una regidn
gque abarque todas las soluciones de dicho sistema.

Las soluciones, si existen, determinan un poliedro conve
x0 cuyos vértices son las intersecciones de los hiperplanos
que resultan de transformar en ecuaciones a las inecuaciones
del sistema. El problema consiste, entonces, en estimar la
distancia del origen al vértice mas alejado.

Para no complicar la notacidén consideramos a nuestro sis

7 mXn o M I
tema como Ax s b con Ac¢ (X y be (iR, ambos con coeficientes

enteros. Sin pérdidas de generalidad, podemos suponer mz n
pues, de lo contrario, se pieden agregar inecuaciones trivia-
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les sin alterar 1la solucidn.

En estas condiciones, podemos aplicar la regla de Cramer
- 4 . .
Para determinar todos los vertices. Para cada subconjunto de
n ecuaciones del sistema Ax=b, los vértices seran

X. =
i

(i=1,n)
D

donde D es el determinante de 1la matriz de coeficientes y Di

es el determinante de la matriz obtenida con los mismos coefi
cientes pero reemplazando la i-ésima columna por b. Como tra-
bajamos con coeficientes enteros, si DZ0, debe ser]xi;ngil

siendo[xil la distancia del origen al vértice X, . Por 1la desi
gualdad de Hadamard,{Di[ es menor o igual que el producto de

las normas de las columnas de la matriz en cuestidn.

Esto explica por qué Khachiyan toméb 2L como radio de 1la
esfera inicial, ya que este valor es mayor que el producto de
los valores absolutos de todos los coeficientes del sistema.
Observamos, por otra parte, que no hace falta considerar un
valor tan grande. En el brograma cuyo listado esti& incluido
en el presente trabajo, esta contemplada la alternativa de
elegir L de tal forma que cumpla con la condicidn requerida
de que la esfera inicial contenga al conjunto de soluciones,
pero que lo haga sin otro margen que el impuesto por la desi
gualdad de Hadamard. No obstante haber obtenido de esta for-
ma un valor considerablemente menor para L, la precisidn re-

-37nL

querida (2 ) ha variado sélo en forma despreciable.

4,1 Ventajas y desventajas del método de Khachiyan

A partir de 1lo expuesto, podemos plantear, como conclu-
sién, que el método de Khachiyan cuenta con:

- Una asombrosa ventaja a nivel tebrico Por cuanto se
puede determinar, desde el momentc en que se conoce
el problema, un limite superior del ntimero de pasos
necesario para alcanzar una solucidén (o, de 1lo contra
rio, decidir que tal solucidn no existe). A esto se
suma, ademas, que este limite superior crece polino-
mialmente (y no exponencialmente) con el ntmero de
variables del problema. Esto nos permite vislumbrar
la posibilidad de resolver en un tiempo razonable,
problemas de dimensiones hasta ahora inconsiderables
por el tiempo que demandaria su resolucibn.

- Una enorme desventaja en el orden practico debida a
que la precisibén requerida en los calculos para alcan
zar dicho limite es de una magnitud tal, que casi la
totalidad de 1las computadoras usadas hasta el momento
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no logran alcanzarla. Si con el tiempo se logra dis-
minuir esta exigencia del algoritmo, no cabe duda que
el método de Khachiyan reemplazara definitivamente al
~ clasico método de Dantzig. ‘ :
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